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Probabilidade

Comecemos com um exemplo muito simples: considere um dado cujas faces sao numeradas
de 1 a 6. Quando jogamos o dado, existem 6 possibilidades para o ntimero que ird aparecer
na face superior. O conjunto de todas as possibilidades neste caso é Q = {1,2,3,4,5,6}, e
chamamos 2 de espago amostral ({2 1é-se “6mega”). Os subconjuntos do espago amostral serao
chamados de eventos. Por exemplo, A = {2,3,5} é o evento que corresponde ao nimero da face
superior ser primo.

Se considerarmos que todos os nimeros sao igualmente provaveis de aparecerem na face

superior, a probabilidade de obter um certo ntimero ao jogar o dado é —. Além disso, para um

evento qualquer E deste exemplo, a probabilidade de E ocorrer é dada por

_ 1B

P(E) = g/

3 1
Portanto, a probabilidade do evento A = {2,3,5} ocorrer é P(A) = 5= 3

Em geral, em um experimento aleatério qualquer temos que:

O conjunto de todos os possiveis resultados do experimento
¢é chamado de espago amostral e é denotado por ).

’ Evento é um subconjunto do espaco amostral.

O conjunto de todos os eventos é o conjunto de todos os subconjuntos de €2. Este é conhecido
como o conjunto das partes de {2 e é denotado por P(£2). Lembre que se € possui n elementos,
entao P(12) possui 2" elementos.

Dizemos que um espaco amostral é equiprovavel se todos os elementos de ) possuem a
mesma probabilidade de ocorrer. No exemplo acima, estdvamos tratando de um espaco equi-
provavel.

Agora vamos ver como definimos e calculamos a probabilidade de um certo evento ocorrer:

Definigao 1. Seja Q um espago amostral. Uma fung¢ao P : P(Q) — [0,1] € chamada uma
probabilidade se satisfaz

1. P(0) =0;
2. P(Q)=1;
3. Se A,BeP() e ANB =10 entaio P(AUB) = P(A) + P(B).

Proposicao 1. Se ) € um espaco amostral equiprovdavel com uma quantidade finita de elementos
e E C Q € um evento, entdo



_|E|  ndmero de casos favordveis

P(F) = =
(E) 19 nimero de casos possiveis
Demonstragao. Suponha que Q = {a1,...,a,} possuin elementos (n # 0). Temos que P({a;}) =
q para todo i € {1,...,n}, onde g € [0,1] é um nuimero. Note que

Q={a1} U{ax}U...U{an}

e logo
P(Q)=P({ar} U{a} U...U{an}).

Pela definigdo dada anteriormente obtemos que P(2) =1 e

P({a} U{ag}U...Ufan}) = P({ar}) + P({az}) + ... + P({an}).

Assim, como P({a;}) = q para todo i € {1,...,n} concluimos que

1= q+q+...+¢
= ’nq

1 1
e, portanto, ¢ = —,ou seja, P({a;}) = - para todo i € {1,...,n}.

Agora tome um evento E qualquer de Q. Seja |E| = k e escreva E = {by,...,b;} . Note que
b; = a; para algum j (apenas mudamos a notacao para trabalharmos com os elementos de E
com mais facilidade). Assim temos que

P(E)= P({bi}u{b2}U...U{bs})

= P({b1}) + P({b2}) + ...+ P({tr})
1 1 1k

ou seja, P(E) = |’Q|’, como querfamos. O

Note que, em geral, se Q = {ai1,...,a,} e P({a;}) = p; para cada ¢ € {1,...,n}, entdo
p1+p2+...+p, =1. Além disso, se E C 2 é um evento, entdao P(F) = soma dos p; tais que
a; € B.

A seguir apresentamos algumas proposicoes simples e importantes. Para isso, vamos con-
siderar um espago amostral {2 qualquer com uma probabilidade P (uma fungao que satisfaz a
definicdo dada anteriormente). Sejam também A, B C ) eventos quaisquer.

Proposigao 2. P(A°) =1— P(A).
Proposigao 3. Se A C B entao P(A) < P(B).
Proposicao 4. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) (regra do OU).
Demonstrar estas proposicdes é um bom treino de raciocinio l6gico. Tente demonstra-las!

Exemplo 1. Tanise possui uma urna com 4 bolas amarelas e 5 vermelhas. FEla retira uma bola
de cada vez, sem reposicao. Qual € a probabilidade das 2 primeiras serem amarelas?



Solugao: Perceba que o nosso espago amostral é Q = {(By,Bs2) : By # By}, onde By e By
representam a primeira e a segunda bola retirada da urna, respectivamente.

Ao retirar a primeira bola da urna, teremos 5 + 4 = 9 possibilidades. Ao retirar a segunda
bola, s6 haverd 8 possibilidades, visto que uma bola ja foi removida. Entao:

Q]=9-8="T2.

Como queremos que as duas primeiras bolas sejam amarelas, temos que ha 4 possibilidades
para a primeira bola, e 3 para a segunda, visto que ja removemos uma bola amarela. Entao:

|E|=4-3=12.
Logo, temos que:
|E] 12 1
PE)=—=—=-.
(E) Q] 72 6

O

Exemplo 2. Bianca, Luiz e Matheus estéo em uma lanchonete. Sobre a mesa hd duas travessas.
Em uma delas hd 3 coxinhas e 5 esfirras. Na outra hd 2 risoles e 4 coxinhas. Se ao acaso alguém
escolher uma destas travessas e também ao acaso pegar um dos salgados, qual é a probabilidade
de se ter pegado uma coxinha?

Solugao: A probabilidade de escolhermos uma dentre duas travessas é de %

A probabilidade de escolhermos uma coxinha na primeira travessa é %.
1 3 3
PA)==--=—.
2 8 16

A probabilidade de escolhermos uma coxinha na segunda travessa é %.

1 4 1
PB)== - =—.
2 6 3

Entao a probabilidade de escolhermos uma coxinha é:

P(E) = P(A) + P(B) = 1% % _ %2

Problema recomendado: 1 ‘

Probabilidade Condicional

Voltemos ao primeiro exemplo que apresentamos, do lancamento de um dado nao-viciado.
Considere o evento A = {2, 3,5} que corresponde a obter um ntimero primo. Vimos que ao jogar

1
o dado, P(A) = =. Agora imagine a seguinte situagao: seu amigo langa o dado sem que vocé

veja o resultado, e lhe conta que o nimero obtido é impar. Assim, vocé se pergunta, qual é a
probabilidade desse niimero ser primo?
Bom, como o resultado é um nimero impar, temos as seguintes possibilidades: {1,3,5}. Veja

que esse € 0 nosso novo espago amostral e, portanto, o evento do niimero ser primo corresponde
2

ao conjunto {3,5}. Assim, a probabilidade do nimero ser primo é 3



Note que obtemos probabilidades diferentes para o nimero obtido no lancamento do dado
ser primo. Isso ocorreu porque na nossa situagao imagindria ndés haviamos a informacao a mais
de o ntimero ser impar. Sendo assim, sempre que incluimos mais informagoes a um problema,
a probabilidade de um evento ocorrer pode mudar. Vejamos agora como podemos concretizar
esta ideia matematica:

Definicao 2. Dados dois eventos A, B C (0, a probabilidade condicional de A sabendo que B
ocorreu €

P(ANB)

P(AIB) = =555

Note que se 2 é um espaco finito e equiprovavel, entao

P(ANB) |AnB|/|Q [ANB|

PAIB) = =5 = TEa — 18]

Também veja que pela definicdo acima obtemos que P(A N B) = P(B) - P(A|B). Este
resultado é conhecido como regra do E.

Quando P(A|B) = P(A), ou seja, quando o fato de ocorrer B nao altera a chance de ocorrer
A, dizemos que A e B sao eventos independentes. Neste caso vale que P(ANB) = P(B)-P(A).

Exemplo 3. Alexandre jogou um dado duas vezes. Qual é a probabilidade de Alexandre ter
obtido um 3 na primeira jogada, sabendo que a soma dos resultados € 77

Solugao: Como sabemos que a soma dos resultados é 7, nosso espaco amostral fica reduzido ao
seguinte:
B = {(1’ 6)7 (27 5)7 (37 4)’ (47 3)7 (57 2)7 (67 1)}

Ou seja, é o evento em que a soma dos resultados é 7. Se o conjunto A corresponde ao evento
de obter um 3 na primeira jogada, entao temos AN B = {(3,4)}. Portanto, a probabilidade de
ocorrer o evento A sabendo que B ocorreu é

I AnB| 1

El

P(A|B) =

O

Note que usamos uma linguagem bem formal, de acordo com o que foi estabelecido pela
Definicao 2. Fizemos isso para termos certeza de que vocé entenderia a resolucdo do problema,
porém, na pratica, podemos pensar simplesmente que o espaco amostral 2 é B e AN B é um
|AN B

evento de B, e assim calculamos P(AN B) = ]

Exemplo 4. Zequinha lanca uma moeda trés vezes consecutivas. Qual € a probabilidade de se
obter duas caras, sabendo que:

a) em pelo menos uma das vezes deu cara?

b) no primeiro langcamento deu cara?

Solucgao:
a) Representando K para cara e C para coroa, temos que:

Q={KCC,KKC,KCK,KKK,CKC,CKK,CCK}.
Destas possibilidades, apenas trés sao favoraveis:

E={KKC,KCK,CKK}.



Logo, segue que:
P(E) = = _.
b) Nosso espago amostral agora é:

Q={KCC,KKC,KCK,KKK}.

Apenas dois sdo favoraveis:
E={KKC,KCK}.

Logo, segue que:
|E| 2 1
PE)=+=-=—.
(E) Q] 4 2
|

1
Exemplo 5. A probabilidade de um homem ser canhoto € —. Qual € a probabilidade de, em

um grupo de 10 homens, haver pelo menos um canhoto?

Solugao: Neste exemplo usaremos a Proposicao 2, que ird facilitar muito a resolucao. Seja
A o evento que corresponde a pelo menos um dos homens do grupo ser canhoto. Temos que
P(A) =1— P(A°), entao basta calcularmos P(A€).

O evento A€ corresponde a nenhum dos homens serem canhotos. A probabilidade de nao

ser canhoto é 1% = 0,9. Vamos dar um numero a cada um dos homens: assim temos o Ho-
mem 1, Homem 2, ..., Homem 10. Seja H; o evento que corresponde ao Homem j nao ser
canhoto. Temos que P(H;) = 0,9, como vimos acima. Veja que os eventos Hy, Ho, ..., Hig sao

independentes, logo vale que:
P(A®) = P(Hy) - P(Hj)--- P(Hyp).

Portanto,
P(A) = (0,9) - (0,9)---(0,9) = (0,9)'

Deste modo concluimos que P(A) =1 — P(A°) =1 —(0,9)'° =~ 65%.

Problema recomendado: 3 ‘

Probabilidade Geométrica

Nesta sessao iremos apresentar problemas em que o espago amostral nao é discreto. Vamos
comecar com um exemplo para desenvolver a intuicao sobre esse tema.

Exemplo 6. Diego desenhou no chao a sequinte figura:




1
Um quadrado com — de um circulo dentro dele (setor circular), de modo que o raio do

circulo € igual ao lado do quadrado. Em sequida, Diego langa uma moeda aleatoriamente dentro
do quadrado. Considerando que o tamanho da moeda € desprezivel, ou seja, nao iremos nos
preocupar com o seu tamanho (pense que ela equivale a um ponto), qual é a probabilidade da
moeda cair dentro do setor circular?

Solugao: O espago amostral neste caso é o conjunto de pontos dentro do quadrado. Seja E o
evento da moeda cair dentro do setor circular. Entao o evento F indica que a moeda deve cair
na seguinte regiao:

Observe que nao podemos simplesmente contar a quantidade de pontos, pois ha uma infini-
dade. Iremos entao considerar a area do quadrado e a area do setor circular. Assim, teremos
que

area do setor circular

P(E) = area do quadrado

Agora basta fazer as contas. Se [ é a medida do lado do quadrado, temos drea do quadrado = I?
2

. _ T
e drea do setor circular = Vi Deste modo,

P(E) = % ~ 0,785 = 78,5%

]

Em geral, se em um experimento aleatorio o espaco amostral é uma regiao do plano, digamos
a regiao A, e um evento E corresponde a uma regiao dentro de A, digamos a regidao B (B C A),
entao a probabilidade de E ocorrer é

drea de B A

P(E) = drea de A

Podemos usar um raciocinio andlogo para casos em que o espago amostral é uma regiao
unidimensional (em que nao podemos calcular drea). Vamos ver um exemplo para depois fixar
a ideia apresentada.

Exemplo 7. Seja AB um segmento de reta de comprimento AB = L. Se um ponto C interior
ao segmento AB for escolhido aleatoriamente, qual € a probabilidade de que o comprimento do

menor dos segmentos AC e CB seja superior a 3 7

Solugao: Tomando um ponto C aleatoriamente em AB, temos AC =z e CB = L — z.




Note que o espago amostral 2 corresponde ao intervalo |0, L] (todas as possibilidades para
x), j& que para cada ponto C' escolhido podemos associar um elemento z €]0, L[, e para cada
x €]0, L[ podemos associar um ponto C interior a AB. Resumindo, existe uma bijecao entre ()
e |0, L.

Seja E o evento que corresponde ao comprimento do menor dos segmentos AC e CB ser

superior a —. Entdo E ocorrer significa ter min{z, L — z} > 3 Logo E é o evento em que

L L 2L L 2L
r>—oul—z> 3 S < 3 ou seja, 3 <z < 5 Portanto, E ocorre se C estd dentro do

segmento XY

Assim, P(F) = — = —/— = —.
U

Agora vamos ver como podemos generalizar esta ideia: suponha que o espaco amostral
corresponde a um intervalo limitado de R, I = [a,b]. Geometricamente, I corresponde a um
segmento de reta, digamos o segmento M N. Note que M N tem comprimento M N = b —a. Se
um evento F corresponde a um intervalo J C I, digamos J = [c,d], geometricamente, J é um
segmento de reta XY em que os pontos X e Y sdo interiores a MN.

M X Y N

I 4 { ]
T T T 1

Sendo assim, para calcular P(E) é muito simples, basta fazermos

XY b—a

PE)= 3N~ a—¢

Note que no exemplo anterior tinhamos I =]0, L[ e J =|L/3,2L/3]. Veja que removemos os
pontos extremos de cada intervalo, mas isso nao ird causar mudancas no resultado, pois como ha
uma infinidade de pontos, esses poucos pontos que retiramos sao despreziveis para os calculos.

Feita a teoria sobre probabilidade geométrica, agora vamos ver um problema sobre este tema:

Exemplo 8. Dividindo aleatoriamente um segmento AB em trés partes, qual é a probabilidade
de que esses novos segmentos formem um triangulo?

Solugao: Primeiramente, indicaremos o comprimento de AB por AB = L. Bom, dividir AB
em trés partes equivale a tomar dois pontos C' e D interiores a AB. Obtendo estes dois pontos
de modo aleatério, teremos trés segmentos determinados, AC, CD e DB com comprimentos
AC=2x2,CD=yeDB=L—2x—y.

Note que o espago amostral deste experimento corresponde aos pares (x,y), onde x > 0,
y>0elL—x—y>0%&y<L—x Assim, oespaco amostral §) corresponde & seguinte regiao
do plano:



} T

L

O evento F que estamos interessados em calcular a probabilidade é o conjunto dos pares
(x,y) € § tais que é possivel formar um triangulo de lados z, y e L — x — y (lembre-se que E é
um subconjunto do espaco amostral). Para descrever melhor este conjunto E vamos utilizar o
seguinte resultado:

Existe um tridangulo de lados a, b e ¢ se, e somente se,
a<b+c
b<a+c
c<a+b

Sendo assim, é possivel formar um triangulo de lados z, y e L — x — y se, e somente se,

r< y+(L—xz—y)
y< x4+ (L—z—1y)
L—z—y< z+y

L L L
o que equivale a z < —, y < — ey > — —x. Assim, E é o conjunto de pares (z,y) € 2 que

satisfazem estas desigualdades. Portanto, F corresponde a seguinte regiao do plano:

Y

Nl

Nl

area da regiao de E
area da regiao de  ’

Agora para calcular P(E), basta fazermos P(E) = e assim con-

cluimos que P(E) = —.
]

De modo geral, para resolver um problema de probabilidade geométrica envolvendo um
evento F/, devemos seguir os seguintes passos:

Descrever o espaco amostral €2 em fungdo de uma ou mais variaveis z, vy, . . .
Determinar qual regiao do plano (ou da reta) corresponde a 2.

Descrever os elementos do evento E.

Determinar qual regiao do plano (ou da reta) corresponde a E.

Calcular as dreas (ou comprimentos) correspondentes a 2 e E e calcular P(E).

ANl




Note que no item 1 acima, quando descrevemos {2 com uma variavel z obtemos um subcon-
junto da reta, e quando descrevemos ) com duas varidveis x e y obtemos um subconjunto do
plano. Neste texto nos restringimos apenas a estes casos, mas também podemos ter situagoes
com mais varidveis. Por exemplo, se descrevemos {2 com trés varidveis x,y e z, entao obtemos
um subconjunto do espaco tridimensional, e neste caso calculariamos volumes em vez de dreas
ou comprimentos.

’ Problemas recomendados: 9 e 10 ‘

Problemas

1. Qual é a probabilidade de que um ndmero inteiro positivo menor do que 1000 tenha pelo
menos um algarismo 1 em sua representacao decimal?

2. Duas pessoas vao disputar uma partida de par ou impar. Elas nao gostam do zero e, assim,
cada uma coloca 1, 2, 3, 4 ou 5 dedos com igual probabilidade. Calcule a probabilidade
de que a pessoa que escolheu par ganhe.

3. Marina quer enviar uma carta a Veronica. A probabilidade de que Marina escreva a carta

8 9
é de 10 A probabilidade de que o correio nao a perca é de 10 A probabilidade de que o

9 - , .
carteiro a entregue é de 10 Dado que Veronica nao recebeu a carta, qual é a probabilidade

condicional de que Marina nao a tenha escrito?

4. Uma rifa foi organizada entre os 30 alunos da turma do Pedro. Para tal, 30 bolinhas
numeradas de 1 a 30 foram colocadas em uma urna. Uma delas foi, entao, retirada da
urna. No entanto, a bola caiu no chao e se perdeu e uma segunda bola teve que ser
sorteada entre as 29 restantes. Qual a probabilidade de que o niimero de Pedro tenha sido
o sorteado desta segunda vez?

5. Dois cubos tém faces pintadas de ocre ou magenta. O primeiro cubo tem cinco faces ocres
e uma face magenta. Quando os dois cubos sao lancados, a probabilidade de as faces

viradas para cima dos dois cubos serem da mesma cor é 3 Quantas faces ocres tem o

segundo cubo?

6. Uma colonia de amebas tem inicialmente uma ameba amarela e uma ameba vermelha.
Todo dia, uma tnica ameba se divide em duas amebas idénticas. Cada ameba na colonia
tem a mesma probabilidade de se dividir, nao importando sua idade ou cor. Qual é a
probabilidade de que, apds 2006 dias, a colonia tenha exatamente uma ameba amarela?

7. Uma cidade tem 3n habitantes. Quaisquer duas pessoas na cidade tém um amigo em
comum na cidade. Mostre que é possivel escolher um grupo de n pessoas da cidade de
modo que todas as demais 2n pessoas conhecem pelo menos uma das pessoas do grupo.

8. Cem pessoas estao em fila para embarcar em um avidao. Cada uma delas possui uma
passagem com um assento designado. Entretanto, a primeira pessoa a embarcar perdeu
sua passagem e decide sentar em um assento aleatério. Depois disso, cada pessoa senta
em seu respectivo assento se ele estiver desocupado, ou em um assento aleatério se ele
nao estiver. Qual é a probabilidade da ultima pessoa que embarcar sentar em seu assento
designado?



10.

11.

Marcel e Vitor escolnem um ntimero real aleatério entre 0 e 1. Marcel afirma que a soma

. . 1 . .
dos dois numeros é maior que — e Vitor afirma que a soma dos quadrados dos dois ntimeros

é menor que 1. Qual é a probabilidade de ambos estiverem corretos?

Escolhendo aleatoriamente um nimero a € [0,1], qual é a probabilidade do polinémio
22 + = + « ter raiz real?

Duas pessoas decidiram se encontrar em um determinado local entre 11 e 12 horas.
Combinou-se previamente que a primeira pessoa a chegar esperard no maximo 15 minutos
pela outra. Ache a probabilidade de este encontro realizar-se neste intervalo, admitindo-se
que os instantes de chegada (entre 11 e 12 horas) de cada uma das pessoas provém do
acaso.
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